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Le contexte général

Ce stage a porté sur I’étude de systemes de types et d’interprétations
pour montrer que certains programmes sont de complexité polynomiale.
L’état de ’art principal étant :

Patrick Baillot a travaillé avec Ugo Dal Lago pour prouver, a l’aide
d’interprétations polynomiales d’ordre supérieur, que dans certains systemes
de réécriture simplement typés (des STTRS), les programmes qui y sont
construits sont calculés en temps polynomial.

D’autre part, Martin Hofmann a construit un lambda-calcul SLR qui
généralise une caractérisation de PTIME faite par Bellantoni-Cook (qui est
lui-méme une classe spécifique, qu’on nommera BC, construite par défini-
tions primitives récursives, permettant de construire I’ensemble des fonctions
PTIME sur les entiers). Dans ce lambda-calcul, le systéme de types permet
de montrer 1a aussi que tous les termes calculables le sont en temps polyno-
mial.

Le probléeme étudié

Nous avons donc plusieurs maniéres de montrer que des programmes sont
effectivement calculables en temps polynomial, mais est-ce que ces différentes
manieres sont des manieres distinctes dans leur raisonnement, ou est-ce qu’il
existe une maniere de les relier qui montre qu’effectivement les restrictions
proposées dans ’article de mon maitre de stage ne sont pas trop fortes, et que
I’ensemble des fonctions calculables en temps PTIM E y sont bien 7 On peut



donc s’intéresser a voir si le lambda-calcul SLR est au moins entiérement
traduisible dans ce type de systémes de réécriture...

La contribution proposée

Le travail principal de ce stage a été d’essayer de donner une traduction
de SLR dans un systeme de types correspondant a ceux développés dans
I’article de Patrick Baillot et de Ugo Del Lago, en montrant que les condi-
tions énoncées dans cet article suffisent effectivement a montrer que dans
cette traduction, les programmes construits correspondant a des termes va-
lides sont aussi calculés en temps polynomial.

Cela n’a été fait au final que pour une restriction de SLR correspondant
aux fonctions constructibles dans le systéme de réécriture de Bellantoni-
Cook; dans cette restriction, nous avons montré que toutes les interpréta-
tions des termes valides avaient une certaine forme, permettant de construire
facilement les interprétations des nouveaux termes construits, et vérifiant
bien que les conditions de I'article de Patrick Baillot et Ugo Del Lago sont
vérifiées. L’idée a été donc de traduire BC dans la forme d’un sous-ensemble
de SLR que l'on traduit ensuite sous la forme d’un STTRS sur lequel on a
cherché (et trouvé) des interprétations montrant le caractére PTIME.

Les arguments en faveur de sa validité

Le systeme de réécriture construit pour cette restriction de SLR ne peut
pas faire de calcul infini, et peut etre interprété par des polyndémes qui vé-
rifient les conditions nécessaires pour que le calcul soit effectué en temps
PTIME : lorsque 'on effectue une étape de calcul, 'interprétation du nou-
veau terme est un polynéme inférieur a celui du terme de départ.

Le bilan et les perspectives

On a donc finalement montré que dans le cadre fourni par le travail de
Patrick Baillot et Ugo Del Lago, il est possible d’attester que l’ensemble des
fonctions PTIME sur les entiers 1’est uniquement a ’aide de leurs systémes
de réécriture. On n’a néanmoins pas pu prouver que l’ensemble du langage
SLR pouvait étre traduit sous la forme de STTRS avec quasi-interprétations



1 Quelques briques de base

Nous allons voir, a travers ce rapport, certaines des méthodes dévelop-
pées ces dernieres décennies pour montrer que des ensembles de fonctions
sont calculables en temps polynomiales. Ces méthodes sont de deux ordres;
certains de ces ensembles de fonctions sont définis comme étant des classes de
systemes de réécriture, d’autres sont directement sous la forme d’un lambda-
calcul.

L’objectif de cette partie est de donner les éléments nécessaires a la
compréhension du travail effectué dans la partie suivante, en particulier les
définitions ainsi que les théorémes ; quelques exemples seront donnés en an-
nexes pour permettre au lecteur de voir le fonctionnement de certaines des
méthodes présentées dans cette section.

1.1 Systemes de réécritures simplement typés a complexité
polynomiale

Dans cette section, on présente les systemes de réécritures simplement
typés a complexité polynomiale, définis dans 'article de Patrick Baillot et
Ugo Dal Lagol[1], ou 'idée principale est d’associer une interprétation, sous
la forme d’un polynome, aux différents termes du systéme de réécriture et
de montrer que si ces interprétations réduisent avec I’application des regles,
alors le systéme de réécriture fait ses calculs en temps polynomial.

1.1.1 Rappels sur les systémes de réécriture simplement typés

On consideére en fait une sous-classe de ces systémes de réécritures (qu’on
va abbrévier en STTRS), ot 'on considére un ensemble dénombrable de
types de bases - des types de données, notés D, E... et on construit des
types a partir de ceux-la de la maniere suivante :

A,B:=D|A; x .. x A, — A

ou les types construits avec — sont appelés types fonctionnels. On définit
ensuite un ensemble de symboles de fonctions F, un ensemble de construc-
teurs C et un ensemble X de variables. Les constructeurs ¢ € C sont de types
Dy x ... x D, — D. Les fonctions f € F peuvent avoir n’importe quel type
fonctionnel, et les variables z € X n’importe quel type. De la, on peut définir
des termes :

ttp =t [ | A (A AT Al e



On note T ’ensemble de ces termes. On évitera par la suite de parler d’anno-
ter les termes par leurs types. On dénote par FV(()t) 'ensemble des variables
apparaissant dans ¢; on dira que ¢ est clos si FV(()t) = 0.

On définit ensuite un motif comme étant généré par la grammaire sui-

vante :
A | (ch...Dn%DpD1 pDn)
n

D,Di =T 1 e

et 'on définit finalement les régles de réécriture [ — r telles que :

1. et r sont des termes de méme types, ot les FV(r) C FV(I) et chaque
variable apparait au plus une fois dans [

2. | doit avoir la forme fpi...pr ou chaque p; n’est composé que de
motifs. On définit I'arité de la regle comme étant le nombre de motifs
présents dans la regle.

Définition 1. Un systéme de réécriture simplement typé est un ensemble
R de régles de réécritures ne se chevauchant pas' telles que pour chaque
symbole de fonction f chaque régle pour f a la méme arité, qui sera celle de
la fonction.

Définition 2. On définit un programme P = (f, R) par un STTRS R et un
symbole de fonction f € F.

On dit qu’un terme est une valeur si :

— soit il est d'un type de base D et est de la forme (¢ vy ... v,) ou
V1, ..., Up sont déja des valeurs

— soit il est de type fonctionnel A et est de la forme (f vy ...v,,) o
v1, ..., Un, sont des valeurs est n est strictement inférieur a ’arité de f

Substitution et contextes. L’évaluation des termes dans ces STTRS est
alors défini par une relation de réécriture. On définit d’abord, pour cela, une
substitution o comme étant une fonction associant des variables x € X d’un
domaine fini & une valeur du méme type (o(z) est de type A). On peut
étendre cette substitution o & une fonction de 7 — 7. On définit ensuite
des contertes comme étant des termes contenant exactement une occurence
d’une constante spéciale, o4 (un trou) de type A. SiC est un contexte avec un
trou e alors C(t) est le terme obtenu & partir de C en remplacant ’occurence
de o4

1. c’est-a-dire que deux motifs différents ne peuvent pas reconnaitre la méme expression



Réduction des termes d’un STTRS. Finalement, soit un STTRS R.
Alors t réduit vers s, t —g s, s’il existe une regle [ — r de R, un contexte C
et une substitution ot telle que lo est un terme clos, t = C(lo) et s = C(ro).

Proposition 1 (Confluence forte). Soit R un STTRS, ett —pg s1 ett —p
s9. Alors il existe s tel que s1 —p s et S9 —R S

On peut voir dans larticle présentant ces STTRS que cela suffit & simuler
un lambda-calcul tel que PCF.
i

1.1.2 Quasi-interprétations et ordre supérieurs

Un des problemes de I'approche que 1’on vient de voir est que ’expressi-
vité de ce que 'on peut interpréter est trop limitée. L’idée est donc d’étendre
I’approche pour englober plus de STTRS et de fonctions calculables de cette
maniere.

Un systéme de types linéaires pour des STTRS On commence par
définir un systeme de types pour ces systemes de réécritures, qui nécessite
de découper ’ensemble des fonctions F en deux ensembles, N'F ne pouvant
étre défini d’'une maniere récursive et RF pouvant 1’étre :

[1ENF ctec
F'AFf:A T|AFc:A T |2: A/ AFx:A z:D,T|A+x:D

| AFt: A x ... x A, —
| Az l— S; . Az

AN AL E(E sy sy) s B

r
fAv A B e RE Qaritén T [OFs;: Ay T
C'|AF(fs1..5,:B I |

Dans un jugement I' | A F ¢ : A ainsi construit, le sous-contexte A est
censé contenir des variables linéaires, et I' les variables non-linéaires.

Critére de terminaison. L’objectif du systeme de type que 'on vient
de définir est de définir un critére de terminaison. On suppose connu un
ordre strict bien fondé  sur F. Si ¢ est un terme, alors ¢t C f si pour tout
g € F apparaissant dans t, g C f. On dira qu'un STTRS vérifie le critére
de terminaison si, pour toute régle (f 1 ... Dr) — s 2 vérifie :

2. ou les p; sont toujours des motifs



— soit f € RF, et il existe un terme r et des motifs g7...qx tels que :
s=r{z/(fq..qg)},onal |z: B,AFr:B,rC fetpourtout i,j
gi,j est un sous-terme de p; ; et il existe au moins un de ceux-la qui
est un sous-terme strict.

— oualorsT' | Aks:BetsC f
Dl...Dn—>D Dy

N Dy

oup; =c Pid--Pim-

Remarque. Remarquons que la condition sur le typage du cas récursif force
a ce qu’il y ait au plus un appel récursif dans le coté droit d’une régle.

Max-polynomes d’ordre supérieur On étend maintenant la définition
des polynomes d’ordre supérieur. La nouvelle grammaire de type est la sui-
vante :

Su=N|§—-S A:=SA—- A

les types S sont appelés types linéaires, et le type fonction linéaire est un
sous-type des types fonctions. On étend les constructeurs de la maniere
suivante :

Dp={+:N—-oN-—-oNmax:N —oN-—-N,x:N? = N}U{n:NjncN}
et 'on définit la grammaire de termes :
M,P — l‘A ‘ CA ‘ (MA—>BPA)B | ()\l,A‘MB)A%B | (MSwRPS)R | ()\xS.MR)S_OR
ot ¢* € Dp. On demande, de plus, & ce que pour (A\zA.MB)A=B 24 appa-
raisse au moins une fois dans M? et que pour (Az”.M®)5=F la variable 2
apparaisse exactement une fois dans M? et dans une position linéaire (donc
pas du coté droit d’une application PA7BLA).

Cette classe est préservée par g-réduction, et on définit les maz-polynémes

d’ordre supérieur (HOMP 3) comme un terme construit de cette maniére et
de forme [-réduite.

Interprétation sémantique On définit une catégorie FIPOS avec les ob-
jets et constructions suivantes :
— N est le domaine des entiers strictement positifs équipés avec I'ordre
partiel naturel noté ici <us
— 1 avec 'ordre trivial a un point
— si o, 7 sont des objets alors o X 7 est obtenu par ordre produit

3. Higher-Order Max-Polynomials



— o0 = 7 est 'ensemble des fonctions totales monotones comme mor-
phismes équipés de l'ordre f <,—, g si pour tout a de ¢ on a
fla) <7 g(a)

On aura parfois a comparer les sémantiques de termes n’ayant pas les
mémes variables libres : dans ce cas, si f € 01 X ... X 0y = T, €t g €
O1X..Xom — Tetn >malors f < gsiVay € 01..Vay, € o @ fag...an) <;
g(at, ..., am)

Tailles. Pour interpréter la construction de types fonctionnels linéaires
dans les HOMP, on définit une notion de taille, un multiset fini d’éléments
de N.

Soit o un objet de FPOS, alors un élément e € ¢ admet une taille dans

les cas suivants :

— si o est NV, e est un entier n, et S est une taille de e si maxS < n <
)

— Sio =01 X... X0, alors S est une taille de e = (ej...e,,) si pour tout
i€ {l1,...,n} il existe S; taille de e;, tel que S = U S;

— Si o =17 = p, alors S est une taille de e si pour tout f de 7 ayant
une taille 7, SUT est une taille de e(f). On définit 7 — p comme
le sous-ensemble des fonctions de o admettant une taille.

On dénote toujours [A]< la sémantique de A comme un objet de FPOS
(out N est envoyé sur A/, — sur = et —o sur —). On peut donc interpréter
un HOMP M comme une fonction monotone [M]<. On parlera alors de la
taille de M comme étant la taille de son inteprétation [M]<.

1.2 Définition de BC

Stephen Bellantoni et Stephen Cook définissent dans un article[2] une
classe B de systémes de réécritures terminant en temps polynomial, la plus
petite classe contenant les constructeurs suivants :

— la constante 0

— les successeurs Sp(z) et Si(x)

— les projections w;’m(xl...mn;mmrl, ey Tpgm) = xjpour 1 < j <n+m

— la fonction prédecesseur p(;0) — 0, p(; Si(x) — x)

— la conditionnelle C(;0,z,y) — =, C(; So,x,y) — x et C(; S1,2z,y) —

Yy
et qui soit close par :
— récursion prédicative :

($1...$n;y1mym)

f(O, 1. Tp; Y1 Ym) g
hi(Z, L1---Tni;Y1---Ym, f(z, Z1...Tn; ylym))

F(Si(2),21...Zn; Y1 Ym)



pour i € {0,1} et g et h; définies précédemment dans B
— composition sfire :

frzpiyiym) — glhi(xi..zp), ..., hp(x1...20);
Wzt Tn; Y1-Ym)s --lg(T1, o Tns Y1 Ym))

ou g, h; et l; sont définies précédemment dans B.

Proposition 2. Toute fonction calculable par un systéme de réécriture de
B est de classe PTIME.

1.3 Définition de SLR

On ne présentera SLR que de maniére succinte dans cette section; on
trouvera plus de détails quant a ce lambda-calcul dans ’article de Martin
Hofman[?]. Il s’agit d’un lambda-calcul visant a généraliser la caractérisation
de PTIME que l'on vient de voir & des fonctions d’ordre supérieur.

Aspects Ce lambda-calcul repose sur des ensembles de fonctions per-
mettant de restreindre la capacité de récurrence. Pour distinguer ces es-
paces de fonctions, on utilise des aspects, paires de la forme a = (m,1) ou
m € {modal, non-modal} et | € {linéaire, non-linéaire}. On peut alors défi-
nir une notation générique A —— B pour des ensembles de fonctions. Par
exemple, A —o B désigne A -+ B ol a = (non-modal, linéaire), et JA — B
le cas ou a = (modal, non-linéaire).

Types Les types de SLR sont définis par la grammaire suivante :

A® B produit tensoriels

AB = X variable de type
| N les entiers
|  L(A) les listes
| T(A) les arbres
| A% B
| VX.A types polymorphes
| AxB produit cartésien
|

On caractérise un type comme étant sir s’il est construit a partir de variables
de types de N en utilisant les opérateurs L(——), T(——), —o, X et ®. On
restreint de plus l'utilisation de L(A) et T(A) aux cas ot A est str. Une
relation de sous-typage est définie dans l’article; elle n’est pas nécessaire
pour la suite de ce rapport. Il est néanmoins intéressant de noter que, dans
ce systéme, on peut dupliquer les entiers naturels sans casser la linéarité.



Termes On peut alors définir les expressions de SLR :

e = =z variables
| (ere2) | Ax: Ae application et abstraction
|  AX.e| e[4] abstraction et application de type
|  (e1,e2) |el]e2 paire (x) et projections
| e1®ex|leteg =2®yin ey paire (®) et élimination
| ¢ constantes

Constantes On dispose alors des constantes suivantes :

0 : N

S9,51 : N—oN

recN @ VXX —<0OON =X —X)—0ON— X
caseN : VX (X x(N—oX)x (N—oX))—oN-—oX

nil : VAL(A)

cons : VA.A—-oL(A) — L(A4)

rect : VAVX.X — 0(0A — OL(A) » X — X) —» OL(A) - X
case’ : VAVX.X x (A —L(A) — X) - L(A) - X

leaf : VA.A— T(A)

node : VA.A—-oT(A) —T(A) — T(A)

Le fonctionnement de 0, Sg, S1, nil, cons, leaf et node est intuitif; on re-
marquera néanmoins que les arbres ainsi construits sont binaires. Pour le
fonctionnement des autres symboles, cela donne? :

— recN(X, h, g, )—)O

— recN(X, h,g,Si(x)) — h(S;(z),recN(X, h, g, ))

— rect(A, X, g, h,nil) = ¢

— rec(A, X, g, h,cons(a, 1)) — h(a,l,rec"(A, X, g,h,1))

— recT(A X, g,h,leaf(a)) — g(a)

— rect(A, X, g, h,node(a,l,7)) = h(a,l,r,rect (A, X, g, h,1),recT (A, X, g, h,7))
ce qui permet effectivement de faire des récurrences sur des listes et des
arbres. Pour les constantes permettant de faire de la distinction par cas, on
envoie dans le cas attendu de la maniére suivante :

— caseN(X, g,ho,h1,0) =g

— caseN(X, g, ho, h1,Si(x)) = hi(Si(z))

— case"(A, X, hpit, heons, 0il) = Ry

— case™(A, X, hpit, heons, cons(a, 1)) = heons(a, 1)

T CaseT(Av X, Prodes hleafv nOde(a)) = hnode(a)

— case®(4, X, hnodes Mieaf,leaf(a, 1, 7)) = hieqr(a,l,r)

4. X, A, désignant des types permettant de faire I’application de types



Contextes Un contexte est une fonction partielle de variables vers des
paires d’aspects et de types ; on ’écrit généralement sous une liste d’éléments
de la forme 2% : A. Si I est un contexte, dom(I") est ’ensemble des variables
lies dans T, et si 2% : A € I" alors I'(x) = A et I'((xz)) = a. On dira en
particulier que I' est non-linéaire si I’ensemble de ses éléments est d’aspect
non-linéaire.

Typage La relation de typage I' - e : A entre contextes, expressions et
types est définie de fagon inductive par I'’ensemble des regles décrite en
aannexe A



2 De BC a un fragment de SLR pour une traduc-
tion en STTRS

2.1 Le fragment de SLR correspondant a BC

Nous avons vu dans la partie précédente les définitions (succintes) de
SLR et BC. Nous allons définir une restriction de SLR qui correspond aux
fonctions que l'on pourrait exprimer dans BC. Cette restriction, que 1’on
nommera SLRBC, est construite comme suit :

Types Les types de SLRB® sont donnés par la grammaire suivante :
Az:=NIN% A

ou a désigne 'aspect d’une fonction, sous la forme toujours d’une paire
a = (m,l) o m = {modal, non-modal} et [ € {linéaire, non-linéaire}. Si une
fonction est modale, elle ne peut étre linéaire, et il existe un ordre sur les as-
pects : (modal, non-linéaire) < (non-modal, non-linéaire) < (non-modal, linéaire).
L’idée étant toujours de séparer les termes sur lesquels il reste possible de
faire une récurrence de ceux ou rajouter une récurrence nous ferait sortir du

cadre PTIME.

Termes Les expressions de SLRBC sont données par la grammaire sui-
vante :

e = x (variables)
| (e1e2) (application)
|  Az:A.e (abstraction)
| ¢ (constantes)

ou x fait partie d’un ensemble dénombrable de variables, et ou ¢ peut étre
une des constantes suivantes, avec les types indiqués :

0 : N
S9,91 : N—oN
recN : N—OON—=N-—-N)—-ON-—=N
caseN : (Nx(N—oN)x(N-—-oN))—-oN-—-oN



Typage Les régles de typage de SLRBC sont les suivantes :

x € dom(T)
'z :T(z) (T-Var)
I'z*: Ate: B
FFAr:Ae:AS B (T-Arr-I)

A TFer:AS B T,Askes: A T nonlinéaire 2% :X el Ay=d <a
AL Ay b (ere) : B

(T-Arr-E)
F,Al |—61 :N F,AQFGQID(DN—}N—ON)
I A1, Ay FrecN eg eg : ON - N (T-recN)
IN'AiFeyg: N I''AskFey:N—oN TI'JAgkey:N—o N
I, A1, Ao, Az FcaseN eg €1 e2: N — N (T-caseN)
c: A
TFec:Asicg {recV, case’} (T-Const)

Il est nécessaire d’avoir des régles spécifiques pour caseN et recN, I’applica-
tion — limitée & des fonctions de la forme N — A — ne permettant pas de
gérer ces deux fonctions.

En particulier, la régle qui va nous intéresser est T-Arr-E : c’est 1a que
se joue la limitation de type des variables : en particulier, si la fonction e
demande un argument modal (est de type (ON — A), c’est alors toutes les
variables (libres) de ea qui devront étre modales. Cela jouera un role parti-
culier dans la traduction dans le STTRS associé, que 1’on verra maintenant.

2.2 Traduction vers un STTRS
2.2.1 Termes dans le STTRS et traduction de termes de SLREC

On suppose que tous les termes que ’on traduira sont correctement typés
dans SLRBC. La traduction effective se fera & I'aide de Parbre de typage
utilisé. La traduction d’un terme de SLRBC ¢ en un terme du STTRS que
I'on construit, (t), se fait de la maniére suivante, suivant la derniére regle
utilisée (et par induction) :

— ¢’il s’agit de T-recN ou de T-caseN :

(recN eq e3) = recnat(er)(es)

<caseN eg e1 e2) = casenat(ep)(er)(e2)



— ¢’il s’agit de T-Cons, on traduit le constructeur correspondant dans
un constructeur équivalent

(0) = zero
(So) = So
(S1) = s

— ¢'il s’agit de T-var, on garde la variable telle quelle dans le STTRS

— Si on utilise T-Arr-I, on est dans le cas d’une abstraction, et t =
Az : A.e. On désigne un ordre sur les variables libres de e respectant
Pordre des typages que 1'on a donné au-dessus (les variables libres
de type modales sont en premier) z1 < ... < z,, et la traduction est
alors définie comme :

(A : Ae) = abs(e) 4 T1...Tp

— Si on utilise T-Arr-E, il faut différencier selon I'aspect — cela permet-
tra (plus loin) d’écrire une définition efficace des interprétations :
— ¢’il s’agit d’une fonction modale, es ne peut contenir de variable
libre non-modale (par les hypotheses de la regle) :

0
(e1 e2) = app~ (abs(e,)z7) (abS(e,).7)
— ¢’il s’agit d’une autre forme de fonction :
(€1 €2) = app (abs(e,) 77) (abs(e,) z7)
ou T représente ’ensemble des variables libres modales de e et eo,
et ¢ les variables libres non-modales (et le abs a plusieurs variables
est exactement la méme chose qu’une itération des abs)

2.2.2 Regles de réécriture

Le STTRS que l'on construit a les regles de réécritures suivantes :

app e1 e2 T Y — (e1 £ YY) (ea T 9)
app” e1 e T Y — (e1 T ) (e2 T %)
(abs(e) e 1 - Tn) Yy —  e[z\Y]
recnat h g zero — g
recnat h g So(z) — h So(z) (recnat h g x)
recnat h g Si(x) — h Si(x) (recnat h g x)
casenat g hg hy zero — ¢
casenat g hg h1 So(z) — ho(x)
casenat g ho hy Si(z) — hi(x)



Proposition 3. Ces régles de réécriture terminent bien.

Démonstration. Les régles correspondant & app, app™ ne font pas apparaitre
de fonction dans la partie droite : e; ex C app €1 es. Pour la régle de abs, il
suffit de faire en sorte que l'ordre C, sur les abs, soit compatible avec I'ordre
des sous-termes (ce qui permet, par exemple, de gérer des abstractions qui
se suivent) :

e1 est un sous-terme de e; = abse, o C abse, »

De méme, pour les casenat, I'ordre fait en sorte que casenat soit plus grand
que toutes les autres fonctions.

Pour recnat, il n’y a pas de récursion dans le cas du zero (le premier
argument que ’on a donné fonctionne). Pour les deux autres régles, remar-
quons que h So(z) (recnat hgz) = (h So(z) y)[(recnat h g x)\y] et qu'on
utilise bien seulement des sous-termes des termes initialement donnés dans
la récursion, avec I'un d’entre eux strictement plus petit. O

2.2.3 Temps polynomial

L’objectif de cette section est de montrer que le STTRS que 'on a ainsi
construit fait ses calculs en temps polynomial, ce qui avec la propriété de
terminaison, ne nécessite plus que de trouver des quasi-interprétations aux
termes du STTRS. On va donc chercher a montrer le lemme suivant :

Lemme 4. Soit t un terme du STTRS représentant SLRPC. Alors il existe
un polynome q tel que : [t] = AEAGNU (&, Un) + max(y,v-0) et ces po-
lynomes (croissants en tous leurs arquments) vérifient la décroissance des
interprétations avec Uapplication des régles de réécriture

ou 'on aura préalablement trié les variables libres du terme t de sorte a
ce que Z contienne toute les variables libres modales, et i/ toutes les variables
libres non-modales. ¥ représente ’ensemble des variables liées de ¢, v ses
variables liées modales et U_ le reste de ses variables liées.

Les interprétations suivantes conviennent :

[zero] = 1
[So] = Azx+1
[S1] = Azax+1
[recnat] = Ao\ Az + zd(x,0)
[casenat] = Az.\.\¢.(max(z,¥(x),d(x))
[abs; ;] = [t] en replacant le Az. en téte
[app] = AfAGAENG.f(&,0,0) + g(Z,0) + max(7)
0
]

= AAGAEAG.f (7,0, g(7,0)) + max(§)



Remarquons que 'on a défini les interprétations de recnat et casenat
dans le cas ol il n’y a pas de variables libres. On peut adapter ces définitions
dans le cas ou les variables libres sont représentées par des vecteurs & et i
(choisies dans le méme ordre que v et 7.0 :

[recnat] = AZAGNQ ANz (X, ) + xd(Z, 7, z,0)
[casenat] = AZ Az A).(max(z, (%, 7, ), d(Z, 7, x))

Démonstration. 11 nous reste donc a montrer que les interprétations dé-
croissent avec ’application des regles.

— Pour casenat, le résultat de la réduction est toujours exactement
un des trois arguments (en plus de lentier), lui-méme argument du
maximum (ce qui entraine une décroissance non-stricte)

— Pour recnat, on a deux cas :

— celui de l'initialisation (pour lentier zéro), on ne retrouve qu’un
élément de l'interprétation dans l'interprétation de la forme ré-
duite (1)

— pour le cas de la récurrence, 'interprétation du terme réduit est

G = [h (Siz) (recnat h g z)] = [h](x,[g] + z[h](x,0))
= qn(x) + [g] + 2[h](2,0) = (z + Dgn(z) + [g]

et I'interprétation du terme de départ est :

D = [recnat h g Si(z)] =[g] + (z+ 1)[h](z+ 1,0)
= g+ @+ Dan(z+1)

en remarquant que les interprétations sont définies comme étant
croissantes en tous leurs arguments, on remarque la décroissance
de l'interprétation.
— Pour les applications, le terme réduit est le méme (eje2) mais son

interprétation differe suivant la modalité de la fonction e; :

— si c’est une fonction modale, dans le cas sans variables libres, alors
I’ensemble des variables utilisées dans e est forcément modal (par
fonctionnement de la régle E-Arr-E) :

G = [(ex T ) (e2 )] = [e1](7, 7, €2(T)) = ¢(; e2(T)) + max(y)

@Q
|

[erea] = [(e1 7 ¥) (e2 T §)] = [e1](F, ¥, [e2] (7, %))
= (%) + max([e2] (T, ), ¥) = 1 (L) + q2(Z) + max(y)



Dans les deux cas, cela correspond a l'interprétation que ’on a construit
pour chacun des symboles app et app™ (et on a donc de nouveau une
décroissance non-stricte)

O



3 Extension a la traduction de SLR et problemes
rencontrés

La création d’un sous-ensemble particulier de SLR, que 'on a nommé
SLRBC, permettait de se restreindre au cas ot lensemble des variables était
de type N ce qui permettait en particulier de ne plus avoir a prendre en
compte Paspect linéaire des fonctions (on a évoqué dans la premiére partie
que l'on pouvait, dans SLR, dupliquer les entiers sans causer de souci). Si
I'on peut traduire SLR en grande majorité, I’extension a de plus nombreux
types pose des problemes pour 'interprétation de ’application.

Dans cette section, nous verrons une traduction d’un sous-ensemble plus
large de SLR ainsi que des interprétations permettant de montrer qu'un
sous-ensemble de SLR est calculable en temps polynomial, et 'on verra
ensuite les limitations pour le cas de 'application.

3.1 Traduction de SLR dans un STTRS

On peut effectuer une traduction entiere de SLR vers un STTRS, de
la méme maniére que pour SLREC (c’est-a-dire en remontant les régles de
typages, qui sont définies dans 'annexe ).

(xy = =z
((ere2)) = ({e1)(e2))
(Ar:Ae) = absyy,T1..7n
(<er,eg >) = pair (e;) (e2)
(e.1) = proji e
(e.2) = proj2 e

(e1 ® ez lpair (e1) (eg)
(let e =x @y in eg) = let(er) = yles)

)
)
)
)
)
)
)
)
(0) = zero
)
)
)
)
)
)
)
)

(So) = So
<Sl = 51
(recN) = recnat
(caseN) = casenat
(nil) = nil
(cons) = cons

listrec

= listcase



Pour ce qui est des regles de réduction, on a :

projl(pair t; to) — 1
proj2(pair ty ta) — to
let((lpair t1 to) zyt — t{t1/xz,t2/y}
recnat h g zero — g
recnat h g So(x) — h So(z) (recnat h g x)
recnat h g Si(x) — h Si(x) (recnat h g x)
casenat g hg hy zero — g
casenat ¢ hg h1 So(z) — ho(z)
casenat g ho h1 Si(z) — hi(z)
listrec g h nil — g
listrec g h cons(a,l) — ha (listrec g hl)
listcase h,i heons Nil —  hpu
listcase hpg heons cons(a,l) —  heons(a,l)

3.2 Interprétations dans les cas faciles

On peut montrer qu’une partie de SLR est interprétable et calculable en
temps polynomial. On utilise pour cela les interprétations suivantes :

o] = 1
(ere2)] = [ea] + [es]
[absc ] = Azi..Azy[(e)] + [z1] + ... + [zy]
[pair] = Xz A\yz+y
[proj1l] = Az.x+1
[proj2] = Az.x+1
[lpair] = Az \y.x+vy
[let] = Az Ay Xz wrz+y+z+w+1
[zero] = 1
[So] = Azx+1
[S1] = Azax+1
[recnat] = Ap. Az A\y.x + y.9(y,y)
[casenat] = Az Ao\ Ny.z+y+ o(y) + ¥(y)
nil] = 1
[cons] = M Ayx+y+1
[listrec] = Az M \y.(z+y+DY(z+y+1)
[listcase] = Ay A\ \x.y+¢(x)+1

La majorité des cas concerne des régles de réduction ne faisant pas ap-
paraitre de récurrence, ce qui permet de traiter ces cas rapidement. Il reste



deux cas particuliers, celui des récurrences sur les entiers et des récurrences
sur les listes. On traite le cas des récurrence sur les entiers.

Démonstration.

Remarque. On rappelle que le typage de recN est VX. X —o O(ON — X —o
X) — ON — X ; on conserve la méme idée de typage dans le STTRS dans
lequel on traduit, ce qui veut dire que la fonction h, a laquelle on fait la
récurrence, est linéaire (et donc croissante en tous ses arguments)

Remarque. Pour une fonction linéaire h, de taille S, d deuzr arguments
entiers (dans les interprétations), on a :

max(max(S),n,m) < ¢(n,m) <n-+m+ ZS
On se rappelle que 'on travaille sur la regle de réécriture

recnat h g Si(x) — h Si(x) (recnat h g x)

dont le membre de gauche a comme interprétation (une fois réduite)
G = [recnat h g Si(x)] = [g] + ([z] + 1)([h](z + 1,2+ 1))
et le membre de droite
D = |h Si(z) (recnat h g x)] = [h]([z] + 1, [g] + =.[h](z, 7))
et par les remarques précédentes
D <[z]+1+[g]+x.[h](z,z) <G
O

Le calcul est similaire pour la récurrence sur les listes ; il est ainsi possible
de montrer que le sous-ensemble de SLR se limitant aux listes, naturels, a
leurs récurrences et leurs tris par cas est calculable en temps PTIME a ’aide
des STTRS.

3.3 Cas de l'application

Pour traiter le cas de Dapplication dans SLRPC, on s’était servi du fait
que ’ensemble des interprétations dans la traduction pouvait s’écrire sous
forme max-polynomiale avec un polynéme ne portant que sur les variables
siires. Ce n’est plus le cas lorsque 'on rajoute les éléments de SLR qui



n’étaient pas encore présents, et encore moins si I’on rajoutait les arbres aux
constructions que ’on a traduit dans cette section.

Aprés avoir observé le fonctionnement des interprétations pour SLRBC,
c’est-a-dire que ’on mettait ’ensemble des variables stires dans un polynoéme
et que l'on rajoutait a cela le maximum des variables non-siires, il est fort
probable que, si on arrive a retrouer une structure équivalente, les variables
non-linéaires soient quelque part entre les deux, possiblement une somme
de ces variables non-linéaires, ou simplement, malgré que 1’on ait étendu les
constructions pour couvrir I’ensemble de SLR, présentes dans ’opérateur
maximum au méme titre que les variables linéaires.



A Regles de typage de SLR

On commence par présenter les quelques regles de sous-typages, ot (modal,non-linéaire <:
non-modal,non-linéaire <: non-modal, linéaire, avant de présenter le typage

de SLR.
A<:A B <:B d<:a
A% B< A DB
A'<:A B'<:B
AxB<:A'x B
Al<:A B <:B
A B <: A @ B’
A<:B
VX.A<:VX.B

x € dom(I)
'taz:T(z) (T-Var)
'e:A A<:B
The:B (T-Sub)

z:AkFe: B

F'FMr:Ae:ASB (T-Arr-I)
A Fer:AS B T,Asbey: A T nonlinéaire 29 :X el Ay=d <a

F,Al,AQ F (6162) : B

(T-Arr-E)
I'te: A X n’est pas libre dans I’
'FAX.e:VX.A (T-All-T)
I'Fe:VX.A B est siire
'+ e[B]: A[B/X] (T-All-E)
I'tey: A T'keg: As
'k (e1,e2) : Ap X A (T-Prod-I)
P|—€:A1><A2 iE{l,Q}
I'kei: A (T-Prod-E)
I'N'AibFer: Ay TI',Askes: Ay T non-linéaire
AL AsFer®ez: Ap @ Ay (T-Tens-I)

MLATFer : Ay ®@ Ay T A9 2% Ay, y®: Ag b ey : B T non-linéaire ,a = (I, nm)
F,Al,AQFIQt 61:$®yin€2:B

(T-Tens-E)
c: A
F'kFec: A (T-Cons)



Références

[1] Patrick Baillot and Ugo Dal Lago. Higher-order Interpretations and
Program Complexity (Long Version). Technical report, February 2012.
21 pages.

[2] S. Bellantoni and S. Cook. A new recursion-theoretic characterization
of the poly-time functions. Computational Complezity, 2 :97-110, 1992.



